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Zadanie 0
Udowodnij, że na prostej sigma ciaÃlo Borelowskie B speÃlnia

B = σ({(a, b) : a < b}) = σ({[a, b] : a ≤ b}) = σ({[a, b) : a < b}) =

σ({[a,∞) : a ∈ R}) = σ({(a,∞) : a ∈ R}).

Zadanie 1
Udowodnij, że w przestrzeni metrycznej każdy zbiór domkniȩty jest typu Gδ (a
otwarty - Fσ).

Zadanie 2
Sprawdź, że nastȩpuja̧ce zbiory na prostej sa̧ borelowskie:
a) [a, b),
b) dowolny zbiór przeliczalny,
c*) zbiór liczb, które w rozwiniȩciu dziesiȩtnym maja̧ po przecinku nieskończenie
wiele razy cyfrȩ 7.

Zadanie 3
Czy zbiór ⋂

n∈N
(
√

n + IQ)

jest gȩsty?

Zadanie 4
Niech µ bȩdzie miara̧ zewnȩtrzna̧ na 2X . Udowodnij, że
1. Dla dowolnego cia̧gu wstȩpuja̧cego zbiorów (An), µ(

⋃
An) ≥ lim µ(An).

2. Jeśli µ jest na jakimś σ-ciele skończenie addytywna, to jest na nim przeliczalnie
addytywna.

Zadanie 5
Na prostej określamy miarȩ zewnȩtrzna̧ λ nastȩpuja̧co:
1. λ(a, b)) = b− a

2. λ(
⋃̇

n(an, bn)) =
∑

n(bn − an) (to określa ta̧ miarȩ λ na wszystkich zbiorach
otwartych U)
3. λ(A) = inf{λ(U) : U otwarty, U ⊃ A} dla dowolnego A.

a) Sprawdź, że λ(U) = λ(U) dla U otwartego.
b) Sprawdź przeliczalna̧ podaddytywność na zbiorach otwartych.
WSK. Sprawdź, że λ(U) ≤ ∑

n(bn − an) jeśli U ⊂ ⋃
n(an, bn) (suma niekoniecznie

rozÃla̧czna).


